ECE1 Correction Devoir maison n°9 2020-2021

Correction Devoir maison n°9

Exercice 1 - Fonctions et polynémes - Groupes Faibles

o x—1+In(x
On considere la fonction f définie par : f(z) =2+ 1+ —2<)
x
1. La fonction In est définie sur R* . La fonction z — 2 est définie sur R et s’annule en z = 0. D’apreés

les théorémes sur les ensembles de définition,

f est définie sur R .

2. On introduit la fonction auxiliaire g définie sur ]0;+oo[ par g(z) = 2° — x + 3 — 2In(z) et P la
fonction polynéme déterminée par Vo € R, P(z) = 323 — z — 2.
(a) Ona P(1) =3 x1>—~1—2=0. 1 est donc une racine du polynéme P,

ce polyndéme P se factorise par (x — 1).

(b) On divise le polynéme P par le polynéme x — 1. On effectue

3X°3 -X -2/ X-1
— (3X3 -3X?) 3X2+3X +2
3X%2 —X -2
—  (3X? —3X)
2X -2
— (2X -2)
0

On a donc

Vz €R, P(z) = (x — 1)(32 + 3z + 2).

(c) Le discriminant de 1’équation 3z% + 3z +2 = 0 est A = 9 — 24 = —15 < 0. En conséquence,
Vo € R,32? + 3z + 2 > 0. Donc le signe de P est le méme que le signe de z — 1.

P est positif sur [1;+oo] et négatif sinon.

(d) La fonction g est dérivable sur R* en tant que somme de fonctions dérivables sur R* . Pour

r e R,
g/(:z:):?)xz—l—i
3P -z -2
B x
_ Px)
oz

>

A rendre pour le 27 Janvier 2021. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°9 2020-2021

In(x)

Or lim = 0 par croissance comparée donc lim g¢g(z) = +o00. On en déduit donc le
z—+oo 3 T—+00

tableau de variation suivant

x 0 1 +00
Signe de P(x) — 0 +
Signe de ¢'(z) - 0 +
—+00 —+00
Variations
de g \ /
3

(e) D’apres le tableau de variation précédent, la fonction g admet un minimum en x = 1 qui vaut
3. Donc

Ve e RY,  g(z) > 0.

3. Etude de la fonction f :

(a) La fonction f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R’ . Pour
tout x € R7,

Flo) =1+ (1 + i) 22 —2z(xr — 1+ In(x))

4

x

14 :172—|—x—2x(:1c4— 1+ In(z))
x

:1+x+1—2(x3—1+1n(x))
T

P4+ 1—-22+2—2In(z)

- =

2 —x+4+3-2In(x)

- "

_g()

=73

(b) La fonction g est strictement positive sur R%. La fonction @ — 2® est strictement positive sur
R* . Donc f’ est positive sur R .

La fonction f est donc strictement croissante sur R”

Exercice 2
On donne les approrimations suivantes qui vous serviront au cours de l’exercice :
In(2) ~ 0,69 In(3) =~ 1,10 22In(2) — 14 ~ 1,25 22In(3) — 23 ~ 1,17

1

—— ~0,80
22In(2) — 14~

— _~0,86
22In(3) —23
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Préliminaire : Polynéme et étude de signe
Soit P(X) = X? — 6X2 + 11X — 6.
1. On effectue

X3 —6X%2 4+11X -6 X -1
— (X? —-X?) X2 —-5X+6
—5X? +11X -6
— (—5X? +5X)
6X —6
—  (6X —6)
0

2. D’apres la question précédente, P(X) = (X — 1)(X? —5X + 6). On étudie alors le polynéme X? —
5X + 6. Son discriminant est A =25 — 24 = 1. On a alors deux racines

5—1 5+ 1
5 et 5 3

Le polynome P se factorise alors

P(X)=(X-1)(X—-2)(X -3).

3. Premierement, on a

2P(ez) 2(@39” —6e%* + 11e® — 6)
e’ e’

2P(e* 3z 2x x 12
(1) e 19 & 12
er er

e* e* e*
2P(e”

(e?) =2e% — 12e% +22 — 12¢7°

61}

Deuxiémement, en utilisant la forme factorisée du polynéme P, on a

2P(e%)  2(e” — 1)(e® — 2)(e” — 3)

e.ﬁt 65(3

On a donc 'égalité :

2(e” — 1)(e” — 2)(e” —
262 1207 422 — 12¢+ = A& =D =2 =3)

e(l)
4. On a Vx € R, e” > 0, on étudie donc les 3 autres expressions.
e"—1>0 e —2>0 e"—3>0
e >1 e > 2 e >3
x>0 <=1z > In(2) <=1z > In(3)

On dresse le tableau de signe de 2e%* — 12e* 4 22 — 12e7% :
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x —00 0 In(2) In(3) +00
Signe de e*—1 — 0 + + +
Signe de e —2 — — 0 + +
Signe de e*—3 — — — 0 +
Signe de
202 — 12e* + — 0 + 0 — 0 +
22 — 12e7*

Etude d’une fonction

9 B 1
On pose v : x — e** — 12e” 4 222 + 12e xeth:w%ﬁ.
v(z
(a) Etude de v.

i. On calcule

v(In(2)) = €2 — 12e"? 4 221n(2) + 12¢- )
=2°—24+22In(2) +6
=22In(2) — 14

U(ln(?))) — 62111(3) _ 126111(3) +99 1H(3) + 126_1n(3)
= 3% — 36 +22In(3) + 4
=22In(3) — 23

On a donc v(In(2) = 221In(2) — 14 et v(In(3)) = 221In(3) — 23.

ii. On a
o e’ x e
— (1 — 120" 422 126—39”)
e X
Or lim e®= lim e 3 =0et lim % = (0 par croissance comparées. Enfin,
T—+00 r—~+00 x—>+o00 4T
lim e2* = 400 donc
T—+00

lim v(z) =400
T—+00

On a également

e T e ® -

2x x —x
v(x) =e" <€ —12% 4 22@ +12° )
e~ % e

— @ (el’ — 122 4 227" + 12)

Or lim e® = lim e*®* =0 et lim ze® = 0 par croissance comparées. Enfin,
Tr—r—00

Tr—r—00 Xr—r 00
lim e * = 400 donc
Tr—r—00
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i ol) = o

iii. La fonction v est dérivable sur R en tant que somme et composée de fonctions dérivables
sur R et
Ve eR, v'(z)=2e* —12e" +22 — 12¢7*

En utilisant les questions précédentes et v(0) = 1, on trace le tableau de variation

x —00 0 In(2) In(3) +00
Signe de v/(x) - 0 + 0 - 0 +
o ~ 1.25
Valéthljons \ / \ - 17/

iv. D’apres le tableau de variation précédent,

‘VmGR,v(:c)>0.‘

(b) Comme pour tout réel z, v(x) > 0,

|Le domaine de définition de h est R. |

(¢) La fonction h est dérivable sur R en tant que quotient de la fonction v (qui ne s’annule pas).

On a alors .
Vr € R, h'(a:):—v(x)
v (z)
Comme v%(z) est strictement positif, la dérivée de h est du signe contraire de la dérivée de v.
Enfin, on a
. : 1 : : 1
lim h(z)= lim —— =0, et lim A(z)= lim —— =0
T——+00 T—r+00 U(gj) IT——00 T—>—00 U(LC)
x —00 0 In(2) In(3) +o00
Signe de v'(z) - 0 + 0 - 0 +
Signe de h'(x) + 0 — 0 + 0 -
1 ~ 0.86
Variations \
o / / \
~ 0.80

Exercice 3

Préliminaires

1. Pour tout z € R, R3(z) = xRy(x) — Ri(z) = z(2* —2) — z :.
Ry(x) = xRy(x) — Ry(z) = x(2® — 3z) — (22 — 2) 2" — 422 4 2|

2. Par définition, on obtient |deg(Ry) = 1;deg(R2) = 2,deg(R3) = 3.| Leur coefficient dominant est 1.
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1
3. Soit x € R*. On pose y == + —.
x

— Ri(y) =y =+ |

1 1
— Ry =y*-2=2"+ S +2-2=2"+ |
3 3 2 1 ;s 1
Ry(y) =y’ =3y =a" +3— +3 5+ 5 =3+ ) =’ + —

4. Initialisation : ] .
Si k =1, d’apres la question (b) Ry est de degré 1 et Ry(y) = Ry(z+ ;) =z+ - La proposition est
donc vraie au rang k = 1.
Si k = 2, d’apres la question (b) Ry est de degré 2 et Ry(y) = Ra(x + l) =z + % La proposition
est donc vraie au rang k = 2. g g

Hérédité :
Soit £ € N*. On suppose que la proposition est vraie au rang k et k— 1. C’est a dire que Ry est de de-

, 1 1 , 1 S
gré k, Ri(y) = Rk(x—l—;) = :c’“—i-ﬁ, et Ry_1 est dedegré k—1, Ry 1(y) = Rk,l(x—l—;) = z" 1+F.

1 1
Montrons que Ryyq est de degré k + 1, Riy1(y) = Rpyr(z + =) = 2" + —
T T

(a) Comme deg(Ry) = k, le polynéome = — xRy (x) est de degré k+1, et comme deg(Ry_1) = k—1,
le polynéme zRy(z) — Rr_1(x) est de degré k + 1. Donc Ryyq est de degré k+ 1 .
(b) D’autre part,

1 1 1 1 1 1 1
R )= (r+ )Rz + ) = Relo+ ) = (@ + )" + ) — (@ +
k+1(x+x> (x—i—x) k(:v—l—x) K 1(3:—|—x) (x—i—x)(a: :ck) (x a:k—l)
1 1 1
k+1 k—1 k—1 _ k1
A e S A e e A RO

La propriété est donc vraie au rang k + 1

Conclusion :
1 1
Pour tout k € N*, | Ry, est de degré k, Ry(y) = Re(z + =) = 2" + —.
x x
Un exemple particulier
1. On aura rapidement n =3, ag = l,a1 =1, a2 = -9, a3 =2, a4, = -9, a5 =1, et ag = 1
2. On remarque directement que ag =ag =1, a1 = a5 =1, a3 = a4 = —9 et a3 = 2.

3. On a Q(0) =1, donc ‘O n’est pas racine de Q.‘

2
4. D’apres ce que l'on vient de voir Q(z) = 22° + (1+2°%) + (z+2°) —9(2* +2") = az+ > _ ap(z"+2°7%).
k=0

Q(x)

5. En divisant par 23 la relation précédente : 3
x

1 1 1
— 3 2
=24 @+ )+ (@ + ) =9+ )|

6. Avec les notation utilisées dans la partie Préliminaires, on trouve directement

G =2+ Ry(y) + Raly) — 9Ri(y) |

3

A rendre pour le 27 Janvier 2021. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°9 2020-2021

7. D’apres la question 1c), |Q(y) = (v* — 3y) + (y* — 2) — 9y + 2.
8.

Q) =0+ —12y=0y(+y—12) e y=0o0uy’+y— 12

On calcule les racines du trindome. On trouve A = 49, y; = —4 et y, = 4. L’ensemble des solutions
est donc | {—4;0;3} |

Q(x)

3

9. Résoudre Q(x) = 0 revient a résoudre = 0 ou encore Q(y) = 0. Ce qui veut dire que
1

— Soit x + — = 0, ce qui est impossible.
x

1
— soit x4+ — = 3.
T

1
— soit z + — = —4.
T

10. On résout les équations précédentes

1
r+-=31-3r+1=0s1=
T 2 2

1 —4++/12
a:—l—:—4<:)$2+435+120<:>:)3:+2:—2—1—\/5011:1::—2—\/3
x

3 53—
L’ensemble des racines de @ est { +2\/_; 2\/_; —2—/3; -2+ 3}

Exercice 4 -Inspiré A’ INSEEC 2002

Il y avait une erreur d’énoncé déstabilisatrice pour la suite. Cet exercice sera donc compté comme une

question bonus.
On définit pour tout entier naturel n non nul, le polynéme P, par : Py(X) =2 et Vn € N,

P (X) = X°P(X) + (2 = 3(n + 1)X?) Po(X) (1)

1. Etude des polynomes
(a) On a pour tout n € N,

Poi1(0) = 0+ (2= 0)P,(0) = 2P,(0)

La suite (P,(0))nen est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 2. On a alors

Vn € N, P,(0) = 2 x 2m = 2ntl

(b) On a Pj(X) =0 et donc

Pi(X)=X3x Py(X)+ (2 - 3XH)Py(X)
=2x (2-3X?)

Py(X)=4-6X2

En utilisant la méthode du discriminant, ou par calcul direct, on obtient,

2 2
Les racines de P; sont \/; et —\/; )
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(¢) On a P/(X)=—12X et donc
Py(X) = X*P/(X) + (2 - 6X*) P (X)
= —12X"+ (2 - 6X?)(4 — 6X?)
= —12X* +8 - 12X% — 24X* + 36X*
=24X"* —36X* +8
Afin de déterminer ses racines, on va poser Y = X2 On a
24X* —36X% 48 = 4(6Y? — 9Y + 2)
On étudie les racines de 6Y2 —9Y + 2. Le discriminant est A = 81 — 48 = 33 et donc les racines
sont
9+ +v33 9—+33
I A R
12 12
Comme 9 — /33 > 0, on a quatre racines pour Ps,

9++/33 \/9+\/§ 9—\/§t 9— /33
V" 12 2 2 TV T

(d) On montre les propriétés suivantes &, : { &, est de degré 2n}.

— Initialisation : P est de degré 0 donc la propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc &2, un polynéme
de degré 2n.
— P! est de degré 2n — 1 et donc X3P/ est de degré 2n + 2.
— P, est de degré 2n et (2 — 3(n + 1)X?) est de degré 2 donc (2 — 3(n + 1)X?)P,(X) est

de degré 2n + 2

P, étant la somme de deux polynéme de degré 2n + 2, c’est un polynéme de degré au
moins 2n+2. On s’intéresse a son coefficient dominant. Si on note a,, le coefficient dominant
du polynéme &7, alors

apt1 = 2na, — 3(n+ 1)a, = —(n+ 3)a, # 0

— Conclusion : ’Pour tout n € N, Le polynéme &2, est de degré 2n. ‘

2
2. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = Z 1/

3
(a) La fonction f est dérivable sur R* en tant que produit et composée de fonctions dérivables
—6 2 2 2 2
Vo € R*, ") — 76—1/:1: 2o 76—1/1’ )
=——

De méme, f’ est dérivable en tant que produit, composée et quotient de fonctions dérivables
sur R*.
—122 x 2% — 62°(—62% + 4
Vr € R*, f”(I) _ ( + )671/3:2 +

2
> —61' +4 % 2 eil/xQ.
T

20 3
4 2 2 2
12z —6x9(—6x +4)e,1/m2 n Lﬁe*mﬁ.
€T s
B —122* + 362* — 2422 — 1222 + 8) 1/
— 9 €
24zt —362° +8 2
— e
29
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P P
On a finalement f'(x) = %x)e_l/ﬁ et f'(x) = 2(;‘)6_1/362
T T
(b) On calcule les limites,
2
lim — =0 et lim e =0 donc lim f(z)=0
z—Foo 3 T—F00 Tr—Fo00

. _ . 3/2 —y _ . ,
ilLI(l) f(zx) yll)r_{loo 2y°/“e 0 (par croissance comparée)

D’apres les questions précédentes, on déduit

x —00 _ /2 0 2 +00
3 3
Signe de f'(x) — 0 + + 0 —
0 0 3
- T 3 - o [3) o3
Variations de f o 3\ s 9/ €

(¢) On détermine la convexité en regardant le signe de f”. D’apres la question 1.c

. e _\/9+\/§\/9—\/33 0 \/9—@ 9+33
12 12 12 12

Signe de f"(z) + 0 - 0 + + 0 - 0 +

9+ 33 9—+/33 9—+/33
——|,sur | — T’O ,sur |0, EECEE

1
. Elle est concave sur les autres intervalles.

La fonction est donc convexe sur ] —00, —
9+ V33
12 7

(d) On conjecture

et sur “+00

Vo € R*, fW(z) =

P,
(e) On montre les propriétés suivantes &2, : {V:U cR*, fM(z) = 5 (2)@_1/ z2}_
x n

P
— Initialisation : f(©) = f et Vo € R*, f(z) = ;()(Ei))el/xQ donc la propriété #, est donc
x

vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc la formule pour
la dérivée neéme de f. f(™ est alors dérivable en tant que composée, produit et quotient de
fonctions dérivables et

By (x)a® ) = 3(n+ Da® P Py(x) e Palx) 2 )0

- 616 € + £3nt3 T 43

3n

vz e R*, f) ()

On simplifie le premier quotient par x

_ P!(z)2® — 3(n + 1)2%P,(z) + 2P, (z)

6—1/x2
3n+6

_ Pn+1($) efl/m2
o 13(n+2)

A rendre pour le 27 Janvier 2021. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°9 2020-2021

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est
héréditaire.

Pn (':C) 671/12 .

- ion : * fn)(p) = 2
Conclusion : | Pour tout n € N, Vo € R*, f"(z) = gy

3. En scilab, un polynéme peut étre modélisé par une matrice ligne ne comportant que les coefficients
du polynéme. Ainsi la matrice [2,3,5] correspondra au polyndéme P(X) =2+ 3X + 5X2

(a) La matrice [1,0,2,4] correspond au polynoéme ‘ 1+2X24+4X3 ‘

(b) La matrice correspondant a | P;(X) est [4,0, —6]|.
La matrice correspondant & | Py(X) est [8,0, —36,0,24] |

(c) La matrice sera de |taille n + 1

(d) Compléter la fonction suivante qui pour un polynéme quelconque, permet d’obtenir le polynéme
dérivée :

function Q = derive(P)

n = size(P) \\permet d’obtenir la taille de la matrice P

if n ==
Q

else
Q = zeros(1,.n-1.)
for k =1 : .n-1.

Q(k) = .kxP(k+1).

end

[.0.]

end
endfunction
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